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Streszczenie
Odkąd Mandelbrot opublikował swoją koncepcję geometrii fraktalnej, analiza fraktalna została zastosowana w opisie 
różnorodnych struktur występujących w naturze oraz biosygnałów. Przy jej wykorzystaniu podjęto próby interpretacji 
takich biologicznych fenomenów jak tkanka nerwowa, system naczyniowy, elektryczne przewodnictwo serca oraz EEG. 
W stomatologii podejmuje się próby analizy struktury kości szczęk do oceny chorób przyzębia oraz osteoporozy. Wielu 
autorów wskazuje, że tkanka kostna ma budowę fraktalną, oraz że analiza fraktalna może być niedrogim i wygodnym 
narzędziem skriningowym, pomocnym w diagnostyce chorób ogólnoustrojowych powodujących zmiany w obrazie kości. 
Niniejsza praca przedstawia przegląd piśmiennictwa na temat zastosowania analizy fraktalnej do oceny tkanki kostnej.

Słowa kluczowe: wymiar fraktalny, obrazy radiologiczne, tkanka kostna.

Abstract
Since Mandelbrot announced the concept of the fractal geometry, fractal analysis has been used in the description of 
various structures found in nature and biosignals. It has been used to interpret biological phenomena such as nervous 
tissue, vascular system, the electrical conductivity of the heart and EEG. In dentistry, there have been many attempts 
to analyze the structure of jaw bones to assess periodontal disease and osteoporosis. Many authors indicate that bone 
tissue has a fractal structure, and that the fractal analysis can be inexpensive and convenient screening instrument in 
the diagnosis of systemic diseases that cause changes in the image of bones. This article is a review of applications 
of fractal analysis in bone evaluation.
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Ojcem geometrii fraktalnej jest Benoît B. Mandel-
brot. To on w 1975 r. wprowadził słowo fraktal (łac. 
fractus) w kontekście analizy obiektów niepodle-
gających klasycznej geometrii. Słowo fractus zna-
czy „złamany”, „cząstkowy”. Fraktale to obiekty 
złożone o nieregularnym kształcie, cechujące się 
samopodobieństwem, co oznacza, że wyglądają 
podobnie niezależnie od użytego powiększenia 
[1, 2]. Koncepcja samopodobieństwa wyraża się 
w tym, że obraz składa się z kopii części samego 
siebie. Wiele struktur biologicznych wydaje się wy-
kazywać cechy samopodobieństwa, przynajmniej 
w pewnym zakresie powiększeń. Właściwości te 
można zaobserwować niejednokrotnie w naturze. 
Przykładem mogą być linie brzegowe, chmury, 
skrzydła motyli, drzewa, sieć naczyniowa, system 
oskrzeli i oskrzelików w płucach, a także komórki 
nerwowe oraz tkanka kostna itd. [3]. Wymiar frak-
talny jest ilościowym parametrem służącym do po-
miarów złożoności badanych przedmiotów. Opisy 
fraktalne stosowane są do przetwarzania i analizy 
obrazów, w tym również medycznych. Goldberger 
opisał zastosowanie fraktali w kontekście ludzkiej 

fizjologii i medycyny, Cross z kolei użył fraktali 
w dziedzinie patologii, Havlin wykorzystał tę teorię 
w biologii i medycynie, natomiast Heymans rozwa-
żał przydatność fraktali w badaniach biomedycz-
nych [4, 5, 6, 7, 8]. 

Podstawowym pojęciem teorii fraktali jest wy-
miar fraktalny FD (fractal dimension). Charaktery-
zuje on stopień złożoności obiektów (geometrycz-
nych, matematycznych, biologicznych, fizycznych) 
i procesów oraz przedstawia liczbowo, w jakim 
stopniu analizowany obiekt wypełnia przestrzeń. 
FD jest bardzo podobny do wymiaru Euklideso-
wego, jedyną różnicą jest fakt, że wymiar Euklide-
sowy wyrażany jest w liczbach całkowitych, nato-
miast FD w ułamkach dziesiętnych. FD jest więc 
znacznie lepszą metodą służącą do precyzyjnego 
komputerowego przetwarzania obrazów, podczas 
którego mamy do czynienia z czarnymi i białymi 
liniami oraz z niskimi poziomami szarości w każdej 
technice segmentacji analizowanego obrazu. Wy-
magany jest również wysoki poziom ostrości i wy-
razistości obrazu [9]. Koncepcja samopodobień-
stwa jest wykorzystywana do obliczania wymiaru 
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fraktalnego. Jeżeli A jest sumą N(s) oddzielnych 
kopii samego siebie po skalowaniu czynnikiem s, 
to wymiar fraktalny FD wyrażony jest wzorem:

Równanie to może być bezpośrednio wykorzy-
stane tylko dla fraktali geometrycznych. 

W przetwarzaniu obrazu można posłużyć się 
wieloma sposobami przybliżonego szacowania 
wymiaru fraktalnego. Powstały liczne koncepcje 
do jego matematycznego obliczania. Większość 
algorytmów opiera się na teorii przekształcania 
wymiaru fraktalnego w formę liniową. Różnice po-
legają na szczegółach dotyczących struktury ba-
danych obiektów [10, 11]. Najwięcej zastosowań 
znajdują warianty wymiaru pudełkowego (box-
counting). Metoda ta jest głównie używana do ilo-
ściowej oceny beleczek kostnych oraz powierzch-
ni szpiku kostnego. Aby obliczyć wymiar fraktalny 
tą metodą, należy umieścić badany obraz na regu-
larnej siatce o wielkości pudełek s. Kolejnym kro-
kiem jest policzenie, ile elementów siatki (pudełek) 
pokrywa obraz. W ten sposób otrzymujemy liczbę 
N(s) zależną od wymiarów elementów siatki. Na-
stępnie zmniejsza się wymiar pudełek s i po raz 
kolejny zliczane jest N(s). Wykreślając zależność 
między log N(s) oraz log(1/s), otrzymuje się punk-
ty, do których można wykreślić prostą. Nachylenie 
otrzymanej prostej wyznacza wymiar pudełkowy 
FD. Średni wymiar fraktalny, który jest parame-
trem opisującym złożoność struktury, osiąga się 
dzięki uśrednieniu FD dla wszystkich możliwych 
ustawień siatki, ponieważ pozycja siatki ma wpływ 
na ilość pudełek zawierających fragmenty struktu-
ry [12, 13, 14].

Dzięki odpowiednim programom komputero-
wym z obrazu radiologicznego uzyskujemy ma-
cierz obrazu, gdzie stopnie szarości tworzą mniej 
lub bardziej skomplikowaną powierzchnię, której 
kształt daleki jest od gładkości. Określając ilościo-
wo nieregularności, można rozróżnić dwa regiony 
zainteresowania. W przypadku obrazów medycz-
nych wartości wymiaru fraktalnego mieszczą się 
w przedziale 2,00 <FD < 3,00. Jest on miarą gład-
kości i regularności powierzchni [15].

W publikacjach z ostatnich lat wzrasta zain-
teresowanie możliwością wykorzystania anali-
zy fraktalnej w wielu dziedzinach nauki, również 
w medycynie. W stomatologii podejmuje się próby 
analizy struktury kości szczęk do oceny chorób 
przyzębia oraz osteoporozy. Wielu autorów wska-
zuje, że tkanka kostna ma budowę fraktalną. Ilo-
ściowej oceny zmian w tkance kostnej można do-
konać za pomocą wymiaru fraktalnego obrazów 
radiologicznych [16, 17, 18, 19]. Rozwój radiografii 
cyfrowej w powiązaniu z najnowszymi systemami 

komputerowymi rozszerzył znacznie możliwości 
diagnostyczne. Umożliwił uzyskanie większej ilo-
ści informacji odnoszących się do trójwymiarowej 
struktury kości za pomocą technik przetwarzania 
i analizy obrazów cyfrowych [20, 21]. Pojawiły się 
doniesienia o możliwościach matematycznego 
określania parametrów tekstury rentgenowskiej, 
co wykazuje dodatnią korelację z wynikami analizy 
histomorfometrycznej tkanki kostnej [22, 23].

Pionierem w tej dziedzinie jest Ruttimann, który 
w swoich badaniach z udziałem kobiet cierpiących 
na osteoporozę udowodnił, że ocena wymiaru frak-
talnego (FD) kości wyrostka zębodołowego żuchwy 
jest związana z demineralizacją kości. Wymiar 
fraktalny wzrasta wraz ze wzrostem demineraliza-
cji kości. W badaniach in vivo dowiódł, że wymiar 
fraktalny jest wyższy u kobiet w okresie postme-
nopauzalnym niż u kobiet przed menopauzą [24, 
25]. Khosrovi potwierdził związek pomiędzy utra-
tą wapnia z kości żuchwy a wzrostem FD. Wyka-
zał, że analiza fraktalna może być używana w celu 
scharakteryzowania struktury beleczek kostnych 
[26]. Willding wykazał, że FD uzyskany z obrazów 
radiologicznych jest związany z różnicą gęstości 
beleczek kostnych. Orientacja tekstury na zdjęciu 
odpowiada rozmieszczeniu beleczek w kości. Au-
tor potwierdza tezę, iż FD może być użytecznym 
wskaźnikiem zmian zachodzących w kości w prze-
biegu chorób związanych z utratą wapnia. Kość 
wyrostka zębodołowego zmienia się pod wpływem 
zakotwiczenia wszczepu dentystycznego, szcze-
gólnie w obszarze usytuowanego przy szyjce im-
plantu. Te zmiany w kości mogą być widoczne jako 
rozrzedzenie tekstury na radiogramach, co oznacza 
spadek FD [27]. Southard z kolei badał in vitro kość 
wyrostka zębodołowego szczęki po zwiększonej 
dekalcyfikacji. Autor opisał zależność pomiędzy 
spadkiem FD przy wzrastającym uwapnieniu tkanki 
kostnej [28]. Prowadził również badania nad związ-
kiem pomiędzy FD wyrostka zębodołowego żuchwy 
a gęstością kości żuchwy i kręgosłupa u królików 
z zaawansowaną osteoporozą. Odnotował, że FD 
kości żuchwy maleje wraz ze wzrostem zbiorczej 
dawki sterydowej, ale nie wpływało to na gęstość 
kości ani żuchwy, ani kręgosłupa [29]. Następnie 
badacz przeprowadził taki eksperyment na popula-
cji zdrowych kobiet. Udowodnił dodatnią korelację 
pomiędzy FD uzyskanym na podstawie zdjęć ra-
diologicznych kości wyrostka zębodołowego a gę-
stością kości żuchwy [30]. Chen badał, jak wpły-
wa zmiana średnicy beleczek kostnych wyrostka 
zębodołowego na FD. Zaobserwował, że wraz ze 
zmniejszeniem średnicy beleczek kostnych wzra-
sta wymiar fraktalny [31]. Luo przekształcał obrazy 
3D kości uzyskane dzięki tomografii komputerowej 
na dwuwymiarowe płaskie obrazy radiologiczne. 
Posługując się analizą fraktalną uzyskanych ra-
diogramów, udowodnił, że używając tej metody, 
można dokonać oceny architektury tkanki kostnej. 
Analiza fraktalna zwykłych zdjęć radiologicznych 
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może stać się alternatywą dla kosztownych i spe-
cjalistycznych badań obrazowych [32]. Badania 
Pothuaud potwierdzają możliwość wnioskowania 
o danych architektonicznych odnoszących się do 
trójwymiarowej struktury na podstawie informacji 
zawartych w dwuwymiarowym filmie radiologicz-
nym [33]. Bollen porównywał FD uzyskany ze zdjęć 
okołowierzchołkowych z FD ze zdjęć pantomogra-
ficznych wykonywanych zarówno w szczęce, jak 
i w żuchwie. Podczas tych badań udowodnił, że 
FD mierzony z pantomogramów jest niższy aniże-
li ze zdjęć okołowierzchołkowych. FD jest wyższy 
na obydwu rodzajach zdjęć u pacjentów z cienką 
zerodowaną blaszką zbitą wyrostka zębodołowego 
żuchwy. Badania te potwierdzają, że FD wzrasta, 
kiedy maleje masa kości [34]. Heo oceniał proces 
gojenia kości po zabiegach ortognatycznych przy 
użyciu analizy fraktalnej. Wykonywał serię zdjęć 
pantomograficznych zarówno przed, jak i po ope-
racji (1–2 dni; 1, 6, 12 miesięcy). FD uzyskiwał przy 
wykorzystaniu metody wymiaru pudełkowego (box-
-counting method). Udowodnił, ze FD malał szybko 
po zabiegu, następnie stopniowo wzrastał z upły-
wem czasu. Po 12 miesiącach gojenia FD miał po-
dobne wartości jak przed operacją. Wyniki badacza 
sugerują, iż FD może być użyty do oceny procesu 
gojenia się kości po zabiegach chirurgicznych [35]. 
Jolley określał gęstość beleczek kostnych w okoli-
cy siekaczy centralnych w szczęce na podstawie 
zdjęć okołowierzchołkowych. Badania te udowad-
niają, że pomiar FD uzyskany ze zdjęć okołowierz-
chołkowych jest wiarygodną metodą określającą 
zmiany zachodzące w kości wyrostka zębodoło-
wego w przebiegu różnych chorób kości [36]. Rów-
nież Kyung-Hoe potwierdził, że analiza fraktalna 
beleczkowej struktury kostnej szczęk przy użyciu 
wewnątrzustnych zdjęć cyfrowych może być wy-
korzystywana do oceny zmian patologicznych oraz 
jakości kości przed zabiegami implantologicznymi. 
Jest to niedrogie i wygodne narzędzie skriningowe 
służące w diagnostyce chorób ogólnoustrojowych 
powodujących zmiany w obrazie kości. Dzięki pro-
gramom komputerowym do automatycznej obróbki 
obrazów radiologicznych jest możliwe obliczenie 
wymiaru fraktalnego oraz opisanie kształtu bele-
czek kostnych [37]. Alman także dowiódł w swoich 
badaniach, że zdjęcia pantomograficzne można 
zastosować w badaniach skriningowych osteopenii 
oraz że FD może być cennym narzędziem skrinin-
gowym [38].

Podsumowanie
W publikacjach z ostatnich lat wzrasta zaintere-
sowanie możliwością wykorzystania analizy frak-
talnej w wielu dziedzinach nauki, w tym również 
w medycynie i stomatologii. Rozwój radiografii 
cyfrowej w powiązaniu z najnowszymi systemami 
komputerowymi rozszerzył znacznie możliwości 
diagnostyczne chorób ogólnoustrojowych po-
wodujących zmiany w obrazie tkanki kostnej. Za 

pomocą technik przetwarzania i analizy obrazów 
cyfrowych możemy uzyskać większą ilość infor-
macji odnoszących się do trójwymiarowej struktu-
ry kości. 
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